物理学I  12回目補遺		担当：中野武雄（nakano@st.seikei.ac.jp）
球殻・球の慣性モーメント



球殻の慣性モーメントは、ちょっと面倒だが球殻を円環の集合体とみなせば計算できる。いま面になる円の軌跡を描き、これを軸回りに回転することを考えてみよう。このとき以下の関係があることを利用しよう。

	




この球殻のうち、位置にある、半径が、軸から見た幅がの円環を考えよう。この円環の質量は、傾斜の分だけ面積が大きくなることを考慮に入れると、

	


で与えられる。ただしは面密度である。よってこの円環の慣性モーメントはとなる。球殻の慣性モーメントは、これをすべて積分すれば良いので、

	
と求まる。


次に中身の詰まった球の慣性モーメントを、半径で厚みの球殻の集合体として考える。この球殻の重さは、体積密度を  とすると  で、慣性モーメントは上述のように与えられるから、結局球の慣性モーメントは

	
となる。


[bookmark: _GoBack]別解として、3次元球面極座標による積分をしても良い。体積素として が利用できるので、この部分の慣性モーメントへの寄与をで積分すると、


となり、同じ結果を与える。なお最後はによる置換積分を用いた。
円柱の慣性モーメント
スライドのz 軸回りの慣性モーメントについては、円柱を薄切りにして円板にすることを考えれば良い。円柱を  軸に垂直にスライスした円板の厚みを  とする。円柱の体積密度をとすれば、この円板の質量は体積×密度で  となる。よってこの円板の  軸回りの慣性モーメントは である。
これら円板は回転軸を共有しているので、円柱全体の慣性モーメントは、これら円板のモーメントを  まで加えれば良い。これは積分によって実行できる。いま z 軸の原点を重心にとれば、

	
となる。
R軸回りの慣性モーメントを考える場合には、まず上記の円板について、円板の重心を通って円板の面に平行な軸回りの慣性モーメントを求める。これは直交軸の定理により、

	
である。このような円板が位置  にある場合、この円板の重心は、 にある。よって「円柱の重心」を通る R軸回りのから見た円板の慣性モーメントは、平行軸の定理を用いて

	
となる。円柱全体の慣性モーメントは、これを  で積分する。積分変数は に変更し、

と計算できる。
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